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~ É INTRODUÇAO 
O presente trabalho trata. sobre os zeros das derivadas deuma função 
inteira. Especificamente, o problema que visa obter o conjunto final de 
uma função tem-se mostrado de extrema dificuldade e tem sido alvo de 
muitas pesquisas. Um dos pesquisadores que se dedicou a esta busca foi 
0 matemático húngaro, naturalizado americano, G. Pólya. Ele em meados 
deste século reuniu num artigo 
i 
uma coletânea de rwultados a 
este respeito. 
Neste artigo percebemos que era de seu conhecimento o seguinte: 
se ƒ(z) é uma função inteira que tem ordem de crescimento menor ou 
igual a um , então seu conjunto flnal pode ser vazio, assim como também é 
possivel construir uma função com esta ordem de crescimento cujo conjunto 
final contém pelo menos um ponto. 
Entretanto, ele deixou claro não saber responder a seguinte questão: 
(Q) Se f é uma função inteira que cresce mais rapidamente do que 
uma função exponencial então necwariamente seu conjunto final contém 
pelo menos um ponto? - 
Nosso objetivo é dar uma resposta a esta questão, mas também o leitor 
poderá. observar que, além disso, nossas conclusões confirmam a; afirmação 
acima feita por Pólya . 
Convém ressaltar que este objetivo será. alcançado mediante utilização de 
um artigo publicado pelos pesquisadores A.Edrei e G. R. MacLane. . 
Neste artigo eles deram as linhas gerais da demonstração de um teorema
' 4
cQ 
que segundo eles servia como resposta para tal questão. Acontece que, 
como de costume, a maioria dos pesquisadores não tem o hábito de fazer 
os detalhes de suas afirmações , sendo assim, coube a nós preenchermos de 
forma minunciosa e precisa as lacunas necessárias deste artigo, bem como 
organizar um caminho que fosse o mais razoável possível de modo a formu- 
lar um resultado que permitisse dentre outras coisas responder tal questão. 
Como é natural, a leitura deste trabalho pressupõe alguns pré-requisitos. 
Foi com esta preocupação que procuramos dividi-lo em dois capítulos. 
O capitulo I , que chamaremos de preliminares, tem a priori duas intenções: 
a primeira é fornecer os subsídios necesmãrios ao leitor, para que ele possa 
entender com clareza as etapa futuras. 
V
_ 
A segunda é estabelecer algumas definições, bem como, certas proposições, 
acompanhadas de suas respectivas demonstrações que servirão como su- 
porte para formulação de alguns lemas e também outros resultados que 
serao acoplados à demonstração das duas peças centrais deste traba.lho,ou 
seja, os teoremas 1 e 2.
' 
No capítulo II, reside eäencialmente toda a originalidade deste trabalho, 
pois nele estão inseridas as etapas integrantes às condições necwsárias para 
alcançar o que pretendemos. , 
Começamos com o enunciado e demonstração do Lema 1* que versa, me~ 
diante certas hipóteses, sobre a existência de uma função ¶{z) = c(z - k)^ 
que satisfaz algumas condições. Ã/amos fazer uso da seqüência da proposição 
1 para definir o conjunto A., , bem como sua fronteira G.. . 
Depois, utilizando as proposições 2 e 3 , o lema e mais alguns 'aspec-
5
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tos garantiremos a existência de uma seqüência. quádrupla suficiente para 
definir uma função ƒ(s) .
l 
De posse disto, provamos que esta flmção ƒ(e) é uma função inteira, que 
seu conjunto linal coincide com um conjunto fechado do plano complexo. 
Além disso, se M (r) é o seu módulo máximo então o limite superior do 
quociente deste módulo máximo por uma função especial p(r), que será 
caracterizada na definição 1 do capítulo das preliminares, é igual a 1. 
Consequentemente fazendo uso destes resultados demonstraremos o teo» 
reina 1. - 
Seguindo um pouco mais, vamos estabelecer o teorema 2 , cujo resultado 
contém a resposta à questão de Pólya e cuja demonstração faremos uso de 
algumas definições , juntamente com alguns lemas que serão enunciados e 
demonstrados já no capítulo das preliminares.
A 
Sendo assim, o leitor deverá. observar que de posse destes resultados será. 
capaz de não só responder à esta questh levantada por Pólya, mas também 
avançar um pouco mais , abrindo assim uma boa perspectiva , com exce- 
lentes chances de estabelecer novos resultados no tocante a esta area de 
pesquisa . Desta forma , com estas etapas esperamos conduzir o leitor ao 
pleno entendimento de nosso trabalho. 
V
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RESUMO 
O presente trabalho tem por objetivo responder a seguinte 
questão:
V 
“ Se ƒ(z) ê uma função inteira que cresce mais rapida- 
mente do que uma função exponencial então neariamente 
seu conjunto flnal contém pelo menos um ponto”?
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ABSTRACT 
In this work we give an answer to the following question: 
“ Does a transcendental entire function whose growth is 
faster than exponential necessarily have a non-empty final set??
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Capítnlo 1 
PRELIMINARES 
Definição 1. Definimos funções de classe P como sendo o conjunto das 
funçõw reais p(r), com r 2 0 , tais que: 
(1) p(r) é contínua; 
(2) p(r) é estritamente crescente ; 
(3) lim r*'°p(r] = oo Vc fflâifl 
A função a. seguir, que figura atualmente na. teoria das Funçoes Mero- 
morlas, nos será. de grande utilidade em diversas ocasiões. 
Deflniçãío 2. Deflnimos log* :R -› R.+ por 
‹ +-_ o zgl 
l°gx"{logz :r:>l 
Esta. funçao satisfaz m seguintes propriedadea: 
log* (ab) 5 log* a + log* b , 
loga =log'*'a- l.og"`% para a >0, 
log"'(a + b) 5 log* 2max(a, b) '_<_1og+ a + log* b + log 2 .
-9
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Definição 3. Seja. Q : R -+ R. O número 
~ . l *I ¬`‹I> 
,,,,='1_._,¿.,°s,,,,%‹;%_i:l, m 
é chamado de ordem de crescimento da, função <I>.» 
O lema, a. seguir constitui-se um resultado clássico em Análise Complexa. e 
sua demonstração poderá ser encontrada em qualquer livro básico sobre o 
a,ssunto.(Por exemplo, [5|) - 
Lema 1. Seja ƒ uma função inteira transcendente e 
~ Mm = ¡;¿g,×|f‹z›|e. 
Então M (r) é uma função de classe P . 
Definição 4. Se ƒ é uma função inteira be M (r) é a. função módulo 
máximo acima. então definimos a, ordem de crescimento de ƒ , como mudo, 
a ordem da função M (r) . 
Denotaremos 0(ƒ)'== 0(M) = p¡. 
Lema 2. Seja ƒ(z) = ):§f;,, a..z'^ uma função inteira e M (fl = ¶|Ê'x|ƒ(z)|. 
se . 
e . -l
- 
91 = ..1'.E'l. “P Lošifi 
logW 
_1o
G7 
então' 
91 = P: - 
Demonstração. A demons1;ra<;â'.o deste lema será feita em duas etapas: 
primeira etapa. Vamos mostrar que 9, < p,. Inicialmente, convém 
ressaltar que, se 0, = 0 [por exemplo, se ƒ é constante) então nada temos 
a provar, pois, pela 'definição 2, p, 2 0. Desta forma sem perda de 
generalidade podemos supor 9, > 0. _ 
Seja. 0 < s < 0,-, 
então existe uma subseqíiência ng de tal forma que, 
nklogm,
V 
---1- > 8 
_ 1 
~ 
¬ 
°g 
|‹zz,,,| 
para todo ng tal que lc 2 ko para algum ko . Assim
1 
n,,logn,, > slogín 
mg- - 
"'7¡¡:1°g7¿Ic < l0gI0ng|s
1 
|Ú›nz| > ;i;,;f;]¡,r' 
Pela dmigualdade de Cauchy temos qúe, V 
e M 
T‹Q>|“=~f=|V 
isto é, 
r'“" 
Mv) > W . 
Seja rk=(en¡,)1/° ,-como M(r)>í;Ê,;"7š - Vr, 
entãovaletambém para r., ,kEN.
' 
_ ll.
Logo, V 
> ~_ : cflh/8 
fik " 
e asslm , segue que
V 
fl:z_1':z° 
lOgM(fg) > ~š'- E-3->0 
Isto é,
A 
log log M (rg) > log rf - log e s 
Dividindo ambos os membros por log n, ,temos 
loglogâlírkl > slogn. ___ logcs = 8_1+s 
_ 
log rh log n, log 17, log n,
' 
Entretanto, quando sn. -› oo ' 
log* 19:* Melo) = los log Mm) ~ V 
o 10€ fz. log fz 
logo , tomando limsup ,segue que 
E Su 
log"'log"` M(r¢) __ um su loglogM(r,,) >s 
fz-Ionoo P [Og y 
_ 
fr-voo P yk _ 
Portanto, 
. l *I *M ~ ,,,zl.¿l,p2L¡z%_£flzz 
Como isto é verdadeiro para. todos os s tal que 0 < s < 0¡ 
Concluímos que p¡ 2 9,. 
Segunda etapa. Mostraremos agora. que p, 5 9,» . 
É evidente que, se 0, = oo nada. temos a demonstrar.
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Suponhamos 0, < oo. Seja s > 0, , então 
. nlogn. 
flz =.snw1›-z-<«- “W 
portanto, existe fz, tal que, 
' '0<¿}l9-g¡§4<s paratodo nzn.. 
log _ _ ` 
lan! 
Assim sendo; para n 2 ns, 
nlogn < sloglíší
` 
_ 
-n loga > log|a,|'Í' 
e portanto , segue que, 
1 . 
V 
|a,,| < W; para todo n 2 n,. 
Seja r suficientemente grande para que (2r)° 2 rs. + 1 e M (r) > 1 
segue então que 
Mm = gê,§|f‹z›| 
=.- ¡'1z1Ê,x|a,,+a1z+azz9+...+a,,z”+...| 
5 |n¡,| + |a1|r+ |a,|r* + ...+ |a,,|r” + 
Estabeleceremos agora um valor para n de tal forma. que, 
r” l 
,;fr¡¡<2-,H
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pois, com esta majoraçao podemos limitar de maneira. mais adequada o que 
segue. V 
É evidente que, 
1 
se n > (2r)" então ;š-3; < rã; . 
Assim sendo, colocamos 
'I'(f) = 2: IflzIf”› A(1')= 2: iflzlf" ==.z+1_¢›5(2f)' »> 20° 
9
_ 
‹1›‹›~› = :zw 
Como
1 A = ¡;rn< T <f> 'H 
_ 1 __ -ãrooufi-É A 
onde k é um número real e [(2r)”] representa o maior inteiro menor ou 
igual a. (2r)°. Similarmente » 
¶f{r)= |a,,r”|< Ã -;,£¡;r”<rÍ2'¡° ‹z.+1__zz5(zf)~ ».+1_zz5(zr) "' _ ` - šw =%¡... 
oomo 
Ê --¡-1 couverge o=u+l na 8 , 
então seja. k, sua soma. , desta forma, segue que, 
¶'(T) < T(2r›°k¡ . 
14
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Por outro' la.do, ‹I>(r) é um polinõmio de grau n, de posse destes resultados, 
temos, 
M (fl < (Mr) + ¡c1r(2')° + k 
Isto é, 
'
' 
V < f<*>N 
onde, N: {¡c1+-1;é5¢¡=-+;I¿›-glzl .assim 
log M (r) < log flw' + logN 
Mw < ll 
ou seja. 
_ 
V
' 
L 
Y 
,. 1 N 
1zgM(r)<10gf<2>(1+¡)-É-§;¡5,z) e 
Aplicando novamente log em ambos os membros segue que, 
l 
log log M (r) < log log r(2'l“(1 + ~) 
isto é. 
l 
1 N 
log log M (r) < log(2r)' + log(1 + ~) 
dividindo ambos o membros por logr e tomando o lim sup quando 
r -› oo temos « 
` 
- (1 + bg N ) 
pi : 'lim sup ~l S sup slog2 + a logr + 195 ;`.Iz"ñÊi I °° log r °° logr log r logr 
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Portanto, 
p¡=}§n°sup~50+s+0=s. 
Desta. forma., pf 5 s e como s>0¡ > 0, segue que, p¡ 5 0;. 
Provando assim que p, = 0, . I 
'
. 
O lema. a. seguir garante a. existência. de funções de crescimento regular. 
Lema 3. Se 0 § p § oo então» existe uma função p E P tal que 
' 
. log log p(r) _ » 
rlirè 10g 9° 
_ p °
. 
Demonstração. A demonstração deste lema. aerá. feita. em três etapas. 
Primeira etapa. Vamos mostrar que se p E (0, oo) então existe p 6 P 
tal que a. identidade 1.1 se verifica.. Com efeito, se p 6 (0, oo) entao 
colocamos: 
o 
1>(f) = ff' 
Evidentemente, 
'p 
E P.
V 
resta. mostrar que lim._.z.. 125-11%-fm = p. 
De fato, basta. observar que 
. l l e" . l 
Segunda etapa. Vemos mostrar agora. 'que o lema. vale para p = 0. Com 
efeito, se p = (_), colocamos: ‹ 
r›(2l=1+Í¿.Êf nl”
16
L 
É evidente que p 6 P. Resta. mostrar que a identidade 1.1 é satisfeita. De 
fato, como p(z) é uma. função inteira., então pelo lema 2 
' 
- _ I. nlogn 
P» " »5§z_'T log- 
IM 
_ i H nlogn ' .._.“‹E'°'""'-'I' 
loglog fã, 
- = ]i1nl=0 n-man . 
Terceira etapa. Finalmente, vamos mostram' o lema. para; o caso p = oo. 
Com efeito, se p = oo , colocamos: 
vM=f 
Evidentemente, p E P .Vamos mostrar que 
i 
` 
um lee 10: Mr) _ Mm logr -oo. 
De fato, 
Em loglog p(r) : um loge' 
f-°<×> logr f-°° logr 
. r _ : fllbqàmzoo. I
. 
Lema 4. Seja <I>[f) uma função que satisfaz as condições do lema 3, para 
D S p 3 oo. .
17
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Se \If:R--›Rétalque 
então 
fligiosup šäg = 1 
` ~ mmzmmzm 
Demonstração. Com efeito, do fato de lim sup gq = 1 ,então . r-mo T ' 
dado é > 0 e r suficientemente graJ1de,segue que 
ou seja., 
'1'('*) 
$G;íSl+e 
\If(r) S (1 + e]<I>(r) . 
Aplicando o log* em ambos os membros , temos 
repetindo o procmso, 
log* \If(r) 5 log`*|(1 + e)ë(r)] 
1‹›2"l10z"(l + fl + log* ¶>(f)l 
log* 1 + e `+ log log* (Mr) + ll 
log* log* \If(r) 5 
_logflog"` \II(r) 35 
Dividindo ambos os membros por log r , temos 
Como 
. 
log* 1 + ---.r-M + É) 
logflog* < log* log* <I>(r)* + Í Í log <D r f 
_ log r " log r ' _ log r ` 
. 1 *I *Q 
e.11.f<fe°fl1'P3"1zÃ°Ê'”¬.-@~=”
18
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cz.
8
+ by 1+ log» (l+e) 
lira sup Í ]oê°f+q>(").l =_: 0 
então 
. l *l *Ú }|_.1š,¡°gup~ S P 
ou seja. pela. definição 3 , segue que pv 5 ,oe = p. 
Beciprocamente, pelo fato de lim,_.m sup É-lg = 1, 
podemos escolher uma. seqüência. {r,,}<¡*° com r., -› oo de tal forma que
Ú vÉÍl"'~ ~
o 
e então, dado e > 0 e n suficientemente grande, segue que 
4:. 
\I¡(r,,
_ -5-E-3-21-e _ 
ou seja, 
\II(r,,) 2 ¶>(r,.)(l - c). 
Aplicando log* em ambos os membros temos, 
¬ 
' 
108* ¶'(fz) 2 103* <1'(¢'zz)(1 “' fl ' 
repetindo o processo, temos 
log* log* \Iv(r,,) 2 log*'[log* ‹I>(r,,) + log+(1 - 6)] 
_ 
log* log* `Í(r..) 2 log* [log+ <Íl:(rl.) (~ + 1)] 
›,*¬` 
isto é,
' 
+ + + + + l°E+l1'€l 
l
_ log log \I'(r.z)2log log <I>(r..)+log ~+l
19
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Se n é suficientemente grande então log r,, > 0. 
Logo, . 
u 
108,, 
log*`(l - e) + 1
' 
]2g+19gf fIf(r,,) > l0g+19g+ ‹I›[r,,) + log! Õ¿(r,,)* 
log rn " log r., log r,, 
Entretanto, como - 
log* log* <I>(r,.)
' ÂQBUPT = Po A-=P 
9 . 
+ ._ 
e Iii â›;.f¡ “I ~ lim sup ” = 0 a.-mo fa 
então -
+ ¿i%°mP~ 29° =.¡,_ 
011 seja
V 
+ + 
e 
,1í.11f,â,e11›-------"°g §§§,'I'Í') apt =f›. 
Portanto, pq 2 p.¡. = p. 
Assim sendo, segue que 0(\If) = O(¢) = p. I
` 
Observação 1. (Plano estendido) 
Notação. Se K é um conjunto fechado do ,plano complexo denotaremos 
por É o conjunto do plano estendido: 
ÍÍ=KU{oo}
20
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Definição 5. Seja. f uma função inteira e z E C U {oo}. Dizemos que 
z pertence ao conjunto final de f se, e somente se , toda. vizinhança de z 
contém zeros de uma quantidade inñnita. de derivadas da. função ƒ . 
Denotaremos conjunto final da função f por L; ~ 
Para. que o leitor possa familiarizar-se um pouco mais com a. definição 5, 
vamos encontram' o conjunto fina] de algumas funções. 
Primeiro exemplo. Encontrar o conjunto final de ƒ(z) = e' 
Solução. Seja. ƒ(z) = ef* então 
'
- 
f'‹z› = f~‹z› = mz) = . .. = r~‹z› = za 
significa, que as derivadas de todas as ordens são iguais a. e' . Como ez” ¢ 0 
para. todo 2 6 C , segue que , 0 conjunto final desta. função não possui 
elemento algum, ou seja.. L; = 6.
V 
šegundo exemplo. Encontrar o conjunto final de f(::] = senz 
Solução. Seja. ƒ(â‹:) = sena então
i 
u 
f'‹z› = «ez 
ƒ”(z) = -senz '
_ 
ƒ"'(z) = -cosa e assim sucessivamente, temos 
f2“(2) = (-1)°S¢M 2 1'”'“`*(2)=(-1)“°°S2' 
Significa que o conjunto final desta. função é composto pelos seguintes ele- 
mentos: _
21
Q w. 
L¡={...,-š£...,-ir, -g-,0, %,1r, ...,Êš1-...}U{oo} onde `k€Z 
'Derceiro mc:-amplo. Encontrar o conjunto' final de ƒ(z) = zsen z 
Solução. 
Com um pouco mais de tra.ba.l11o verifica.-se que o conjunto finel desta. 
função coincide com o conjunto final da, iunÇã0 f(2) = sen z. 
Quarto exemplo. Encontrar o conjunto final de ƒ[z) = z”e“. 
Soluçao. 
Para isto vamos utilizar a. fórmula. de Leibnitz: 
(fg›<"*= 
= 
(§)ƒ=**ú<“-*>
~ 
I' 
M»
É 
Assim sendo, temos 
(z*‹z=)<?* = zw + zeze* + um - 1)e° 
= e'(z” + 2nz + n(n - 1)) ~ 
Cujos zeros são: - -n- \/ñ e -n+ \/5 , logo, o seu conjunto final contém 
apenas o elemento oo , ou seja., = 
Vamos agora enunciar e demonstrar alguns resultados sobre conjunto final 
de uma função inteira.. Entretanto, convém rmaltar que para isto faremos 
uso de dois teoremas clássicos de Pólya. e Saxer cujas demonstrações exigem 
22.
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conhecimentos bem mais requintados do que os aqui expostos. 
Teorema (Pólyasaxer). Se g(z) é uma função inteira e não é um 
poiinômio então g(z) = P(z)eQ(*'¡ ,onde P e Q são poiinômios, ou gg"g" 
tem uma quantidadeninfinita de zeros. . 
Teorema (Pólya). Seja g(z) = P(z)eQÍ'¡ , onde P _e Q sãopoiinômios. 
Se Q é de grau q 2 2 então L; consiste de q semi-retas igualmente 
espaçadas saindo do mesmo ponto. 
Proposição 1.1. O conjunto final de uma função inteira ƒ(z) é fechado. 
Demonstração. a) Se Lf = Ú nada temos a provar, pois, 9 é 
fechado. 
b) Seja {z,$}“,°° uma. seqüência em Lg, com {z,,}§'° convergindo para 
z e C U {‹×›}. ' 
Vamos mostrar que z E' Lf. 
De fato, como z,, -+ z, entao dado e > 0 ,arbitrário, existe no E N, 
com nznn tai‹que|z,,-z|<e. , 
Entretanto, z,, E Lf para todo n G N, isto quer dizer que podemos tomar 
uma vizinhança de zu de raio § , que certamente existirá uma infinidade 
de ƒ“(z) com zeros nesta vizinhança.
V 
Portanto, como e sé arbitrária, significa que qualquer vizinhança do ele- 
mento z 
, 
existem zeros de uma quantidade infinita de ƒ"(z).
23
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Logo, _ z G Lg . Assim sendo, Lf é fechado. I 
Proposição 1.2. O conjunto tina! de uma função inteira obedece apenas 
uma das seguintes propriedades: ^
' 
(1) oo~€Lf ou (2) Lf =@. 
Demonstração. Vamos demonstrar esta proposição em duas etapas e 
em ambas utilizaremos essencialmente os teoremas de Pólya-Saxer e Pólya. 
Primeira etapa. Se 'ƒ(z) ê uma função inteira. e não é um polinômio e 
f f' ƒ" tem uma quantidade infinita de zeros então ƒ , ƒ' ou f” tem uma 
quantidade infinita de zeros. - 
Como os zeros de uma função inteira que não é constante só podem se 
acumular no iniinito , oo é um ponto de acumulação; logo, oo E L; . 
Segunda etapa. Por outro lado, se ƒ(z) não é um polinômio e 
f(z) = P(z)eQ('), podemos ter o seguinte: 
(1) ƒ(z) = P(z)e°(') onde Q(z)tem grau q 2 2, 
mas,ocorrendo isto,o teorema de Polya nos garante que L; consiste de 
q-semi-retas igualmente espaçadas saindo do mesmo ponto, significa então 
que oo E Lf.
_ 
(2) ƒ(z) = P(z)eQ(”) onde tem grau q = 1. 
Neste caso , ƒ = P(z)eQ(“) , onde Q(z) = cz + d. 
On seja.,
_ 
' ƒ (z) = P1(z)e“ onde P¡(z) = P(z)e". 
Derivando, vamos obter,
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ƒ"(z) = {c”a1z'” + [aee + nma,]c”'1z'“'1 
_ +|c”a5 + nazc(m - 1) + na,m(m -- l)]c“'”z”"'” + . ..}e“” 
como a. soma. das raízes é i 
-age” - nma1c""" _ -az nm S, = ¬- - zz c”a1 al c 
a. média, aritmética. das raízes será.:
A 
A 
' S -fiz fl 
8' m a,m c 
COIDO 
|-š2;| <M e |%| -+oo quando n.-›oo, 
temos, 
|M5,| -› oo quando n -› oo. 
Significa. que pelo menos uma das raízes tende para infinito, logo, oo E Lf . 
(3) Se ƒ(z) = P(z) então a.pa.rtir de um certo no 6 N, digamos, 
n4+1>n0, ƒ"+'[z)=0. _ 
Portanto, todo 2: E C é zero de ƒ"+1 , isto é, C C Lf Assim sendo 
, 00 E Lf . 
(4) Se P(z) = constante então ƒ(z) = Ke” , como e°' nunca se 
anllle., então significa. que, Lg = 9. i 
Portanto, como (1) (2) (3) e (4) fecham todas as possibilidades, con- 
cluímosque ooGL¡ ou Lf=@. I
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Capítulo 2 
CONJUNTO FINAL 
É importante registrar neete momento que a. função p(r]d que será usada nas 
próximas demonstrações é uma função de classe P acrescida da hipótese 
de p(0) > 0. _ . _ 
Lema l*. Sejam s e cqconstantes positivas e N e À, inteiros positivos. 
Seja lc uma constante mmplexa. Então existe c > O e A E Z com À > z\., 
tal que a função - » 
W) = f=(2 - *V V (2-1) 
satisfaz 
V 
|9“(~°=)| < 6, 0Sfl5N, MSS. (2-2) 
e|ø(2)I 5 PM). P120, a (2-3) 
e existe za, I20| > s, tal que 
, 
|¶(Zo)| = P(|3o|)° (2-4) 
Demonstração. A demonstração deste lema, será. feita. em sete etapas;
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Primeira etapa. Inicialmente, vamos mostrar que para lc 6 R, 
k > 0, |g§(z)| < e, sempre que 0 5 fa 5 N e. |z| 5 s. 
De fato, suponhamos lc > 0. Escolhemos rzz > s + 2k. Para cada inteiro 
positivo À > À0, definimos, ~ 
u 
gÀ(z) : cÃ(z _ kr: 
onde, 
GA =_ ~› 9 0.» 0 9 ¶À(*°o) = PW)- 
Entretanto, para 5 s, 
|9›(#)I = |f=›(‹¢' - f¢)^| = flzlz - W. 
como, |z-Ic| <s+¡c e À>0, temos 
Iz-k|*§s+k^.' 
I”ortanto, 
I9›(2}| = fiàlfi - kl* S GÁS + W, 
logo, pelo fato de p(r°) = c¿(r° - k)^, temos, 
s+k^ 
e |!l»\Íz)| É P(fo)~~ 
Afirmamos que, 
[s+ k)^ 
p(r0)-Go-:WF -› 0 sempre que À -# oo._
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De fato, basta observar que p(r,,) é contame e que É < 1. Desta 
forma., dado 6 > 0, azrbitrário, podemos escolher z\ euficientemente grande 
de tal maneira que, _ 
|9›.(2)I<f Para IZISS. 
Segunda etapa. Mostraremos agora que dado c > O , arbitrária, 
u 
Ig§(z)| < e sempre que |z| 5 s, 0 5 n N.
› 
Com efeito, visto que, 
a øzífl) = ‹=x(2 - H*
V 
então 
QÂÍZ) = Âfi›«(2 - Ê)^'*; 
9112) = ×\(Â - 1l0»(»'‹= * f¢)*'”; 
9'ší'(2) = ÃO -1)(À - 2)‹=›z(2 - ¡¢)*"“ 
e aminr sucessivamente, temos;
` 
' 
g§f(z) = czz\(z\ -1)(À - 2)(À - 3)...(À - (n -1))(z - k)^"*. 
Como, 
M2 A()« -l)(À-2)...(z\-(n-1)) para M-EZ, 
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então 
Como, 0 < ä < 1, colocamos 
Portanto, 
|¶§(2)| S z\“flzI2 - f¢|*'“ A 
' = z\"c,|z - k|^|z - kl* 
À“p(r°)(s + k)* 
- 
S Ia-kIff›Ír°-kÍ*-. ' 
... 
gm *Ir- =%, segueque b>1 
- .. - 
›\'*r›(f I 
. 
}_l_,I§°|¶A(z)I S ~› 
usando a regra. de L'hospita.l,temos, '
` 
assim sendo, dado ê > 0-, arbitrária, podemos escolher A suficientemente 
- 
,.. 
- fllpíf) _ 
}g9,|øz(2)| 5 ¿¿_z¿¿_ Z _ k n [Ogh W -_ 0, 
grande de tal forma que; L 
|g§(z)|<e, sempreque |z|5s e 05n5N 
Terceira etapa. Nesta, etapa mostraremos que 
I¶›(fi)|Sz›(\=I). Mmprequed Izlív- 
Com efeito, escolhendo À suficientemente grande, temos, 
|9z(2)| S :›(0). 
pois, p(0) > 0. ›
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Entretanto, p(z) é crescente, então, 
~ 
|‹zi(z)| s M0) 5 vtlzil sempre que 0 5 Izl s zz. 
Quarta etapa. Vamos garantir que apartir de um certo inteiro M > 0, 
p{|z|) cresce muito mais rápido do que e¡(.e - k)*. 
Ou seja,
` 
2' c,,(z - k)^ a medida que -+ oo; 
Em síntese, é suficiente mostrar que, 
lgfiíšfil -rt), quando -wo. 
H 
= |fi›(2 - k *I 
P 2
' P Í 
evidei1temente,podemos escrever, - 
De fato, 
I'-Wâ 
“N 
*il 
' 
(z - k]* =`z* + a,z'^'1 + a2z^"” + + a,\, 
onde, a.¡ , az , . . . , a; , são constantes complexas. Assim, 
|z,(z- :zm _ |‹=zIz|^| 1 + *fé + 52 + + gâll
` 
»‹‹z|› 
' " 
zuzn 
"" 
Como por hipótese, 
rligjlo 
r'°p(r) == oo, para todo c,
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Q. ¬. 
então 
ICÀI 
|z|-»z›‹|z|› 
"“'°
~ 
e como (1 + a, + az + .. . a,,) é limitado, concluímos que, 
'^(z)|-Ic^('€_kW 
› sem re ue ' z-›oo íflzfr” z›‹1zn °~ P “ " ° 
Quinta etapa. Agora., escolhemos M > 21: + s tal que M > ro. Seja 
A= {2;flS IZI SM}- 
Definimos, 
H : A -=› C 
` H 2 =-' gÀ(z) ( ) 
vÍ|=|)
, 
Evidentemente, H é contínua, pois, g¡(z) é um polinômio e p(|z|) é contínua.. 
Como H está definida. num compacto, então pelo teorema. de Weierstrass 
existe zo E A tal que, - 
' 
|H(z°)| 2 [z]|, para todo z E A. 
Definimos, também para z E C, 
Á uz) =gz‹z›,§§|¡2l§-,~ ou 
Então, z E A, temos,
L 
|zz‹z›1 = |g»‹z›|¡§§l§;¿'§, =- 
Como. lH(2z)I 2 lH(2)I. Seglle que, 
|zz‹z›| S = puzn .
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A 
Portanto, 
|9(z)I5r(|z|) Para ø5|f=I5M- 
Notemos ainda que conforme a, construção de g,.(z), tinhamos um certo 
ro G Ã tal que g¿(r0) = p(r°) , logo , H (ro) = 1 e portanto, o máximo , 
isto é , |H{z¡¡)| 2 l . Desta. forma,
' 
U2-'vn 
% äíší 5 
1 .
t 
Com isto, as conclusões seguem da. seguinte forma.: Sabemos que, 
Ie›(#)|<¢ pm» Ifiiífi Q ._ 5% ê.~=š*_ \í A IIIII 
então 
|9(2)| < f mm» Iz! 5 sz 
Pois,
A 
|¢‹z›| = |zzz.‹z1|¡§-f'¡%§¡ é ‹1 = z. o 
Sexta. etapa. Vamos reunir neste etapa todos os resultados até agora, 
conseguidos afim de justificar cada uma. das- afinnações feitas no lema. 
Assim temos, a. afirmação (22) do lema, isto é, 
Iø”(2lI < f, para 05 fl 5 N, lã! 5 S, 
segue imediatamente, pois,
t 
|¢‹z›|=|g:‹z›|¡§-§'f-;-j,1¡âz 1=z. ~
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A afirmação (2.3) do lema. , segue utilizando as partes (A),(B) e (C), 
abaixo: ' 
Parte 
. = P(|2‹›|l P(|2‹›|) |¶(2)| I¶›(2)|Wz¶ S v(|2l)Wz¶ S ¶›(|2l) 
Peifi, V 
~ §í1{fl{¡é1 e sgz‹z›|éz›‹|z|›, pm |z|éz›- 
.ÍIÀ 3o_ 
Parte _
L 
|«‹z›| = |gt‹z›|¡§-ff-;¡'§¡ é z»‹|z|›¡*§§'{¿'§¡ 5 z»‹|z|› 
pois, _ 
,#'§§'¡*;1}}¡s1 e tzz‹z›| spuzn zm 1z|zM. 
Parte (C).
l 
Pela quinta. etapa desta. demonstração temos, z 
~ q:z=‹znsp‹1z|› pm ss|z|sM. 
Finalmente, e afirmação (24) do lemna., segue de (25) colocando 
Z ='Z0. 
› Ou seja., ' 
- |zz‹z.z›| =¡zzz‹z«›|¡f{;-§|¿'_¡'{à¡=z»‹|z.›|›. 
Sétima etapa. Para completar a. demonstração deste lema é importante 
ressaltar que para o caso geral onde k é uma constante complexa, qualquer, 
todas as conclueoes anteriores permanecem verdadeiras. 
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. De fato, podemos escolher 0 6 R ta] que k = e“'|k|. 
Com isto,temos, 
4
' 
|nMI=IV-WWW 
' =s |zW||‹zz-f* - |f‹n^| 
= |‹z«-fi - |k|›^|. 
Portanto, para w = ze'“', temos, 
_. -'M _. M~WI-Mía 
Desta forma, as conclusões anteriores permanecem verdadeiras, mesmo 
quando, k for uma constante complexa qualquer. . 
Proposição 1. Seja K um conjunto fechado do plano complexo C. 
Então existe uma seqüência {a,,}§° em C cujo conjunto dos pontos Iíznjtw 
de todas as suas subseqüências {a,,¿}§°° é exatamente Ê. 
Demonstração. Com efeito, definimos, para cada n = 1, 2, 3,_. . ., 
Ba={ {jah}C{_n21_”2+1s"'s0›°°'›n2`~
} 
Seja 
A=Un, 
8:1 
então A é uma família enumerável de retängulos. 
Portanto, podemos escrever, 
A: {D,, Dz, Ds, ,D,., ...} onde D.. sãoretângulos.
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Definimos agora a seqüência {a,, }§° da seguinte forma: 
Para cada. n E N, ma = n se D, Fi K = 0 caso contrário escolhemos 
um elemento arbitrá.rio da intersecção. 
Com isto, vamos mostrar que É coincide com o conjunto dos pontos 
limites de todas as subseqíiências {a,,,,}';° de {a,,}¶°°. . 
Com efeito, seja. {a,,, }f° uma subseqíiência de {a,,}*,°° tal que 
{o,.,,}§_'° converge para um elemento arbitrârio ~a . Certamente pode- 
mos tomar uma subseqüência {a,,,,}§° de {a,,,,}§° tal que os temos 
a,,,,,. E K para todo nk, E N. Logo , como K é fechado, segue que 
a 6 K Portanto, aê Ê. - 
Para o caso em que a sequencia. tomada seja divergente é trivial, pois, 
oo G É . ` 
Beciprocamente, seja a 6 É, significa que o E K ou a = oo. Suponhamos 
que a E K. 
_
_ 
Como B., é uma cobertura para [-n, n] x [-n, n] , n E N, então tomando 
n suficientemente grande de tal forma. que a E Uf¬,B,, , segue que existirá 
k0EN com kzkntalque u€UÊ,,°B¡,. 
É sabido, conforme a constru‹;ã.o de BR que, ,para lc 2 ku existe um Dfl, 
subretängulo de Bf. que contém a, pois, a E U;,'g,,°Bt. , 
Assim sendo,aflrma.mos_que existe {a,~,,};'° em D,-k tal que a,-,, -› a . 
De fato, dado e > 0, arbitrária, escolhemos ko E N tal que ig < 6. 
Assim parak 2 lr., temos |a,-¡,--al 5 ig, pois, a,-z, e a sãoelementos 
de Dj* . ' '
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Portanto, 
|G¡'¡,-GIS -`í§'< '2/"í'<€.
O 
Logo, {a,-,,} converge para a .
p 
Finalmente, para o caso em que a = oo , basta observar que o retângulo 
i 
' 
i nz-l ne 
X 
n”-I nf nfn Mn* 'ri 
contribuirá com um ponto para a seqüência ak e isto resultará numa sub- 
seqüência de ai, convergindo para oo. Portanto, oo está em Ê. Q 
Antes de enunciãrmos a. próxima proposição vamos definir alguns as- 
pectos importantes. ' ' 
Inicialmente, utilizando a seqüência {a,, };'° da proposição 1, definimos 
A. = rz; |z-‹z..| z-Í; . rzl s ›z+ :an eo 
e Cn = Fronteira. de A,,. 
A seguir, vamos garantir a. existência de uma seguinte seqüência quádrupla., 
procedendo da seguinte forma.: _'
i 
Seja. cl = A1 = r, = p, = 1. Nós escolhemos a seqüência quadrúpla 
{c,,,, À”, p,,, r,,_}§*°, indutivamente. _ 
Suponhamos iniciahnente que esta seqüência, exista. para n E N. Deve- 
mos mostrar que os termos c,,+¡ , )\,,+1, p,,+¡ e r,,+1 existem. Para que 
possamos fazer isto, vamos enunciar e demonstrar duas proposições que 
servirão para tal propósito. 
i 
-
_
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Q 
Proposição 2. Seja 
õz=°¿:,,ç¿,¿,g-,,fk|z›:~‹z›|} um 
. Então ' 
~ 6,.>0' sempreque kgn. 
Demonstração. De fato, 
¡9§`(2)| = ÍCWÍÂÉ -110» “' 2) - - - (Mm "1))Í2 _ '11=)M'"'| > 0 
pois, g¡',"(z) = O somente quando z = ak , mas como z = ah ¢ /1,., então 
lei” (211 > 0- 
Segue então que, 
iflfzé».,Iøz'Z'(2)| > 0- À 
Entretanto,
` 
|¶z'?(#)| = |¢f=«\â(?‹›- -1)(›\›z - 2) - - - W - (m --1))(›=' - ¢f=)^*"”i 
= |‹=zz|l^zzII›» - II -.-IA» - (m ~ 1)||z - ‹»zz|^*"“° 
|0f=|
_2 
c . 
pola, |z - a,,| 2 
Sendo assim, fazendo a'= ›\,, - m, temos a > 0. Portanto, 
|¢r‹z›|z¡.,§F>o, pois, W121.
~ 
Desta. maneira, 
t°¿igg,*{,ü1e¿§wI9F(2)|} > 0»
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Logo, segue que 
ôk>0, sempreque kgn. I 
Proposição 3. Seja 
¡,¡5igj|MIaâ*(2)! = mz (2-8) 
Então
' 
fp, > 0, sempre que k 5 vz. 
Demonstração. Evidente, pois, |gÊ'°(z)| = |c,,H>«k!| = M onde M ê 
uma constante maior do que zero. I ' 
Feito isto, vamos construir os termos c..+1, )‹.,H, r.,+1 ep..+, em duas 
etapas: Primeira etapa. Escolhemos 
_À¢¡+¡ 2 Â,¡+z. 
Para escolher p,,+1 vamos proceder da, seguinte forma: 
Afirmamos que 
V 
` 
' 
Mt gz,(z)| < 
E-gl para |z| = r -+ oo- (210) 
De fato i 
'Ê gk(¿)| : 
i¶1íÍzi+ 
92ÍÍ(;`) 
- + Quiz" 
khífill Iøzílil |¶‹z(2)| 5 T›'í«*›*¬"íG'1"`”""“"'""'z›‹›-›' 
as
Ã
Conforme a quart~o lema, 
B _ 
I Z 9z(2)| *=' -›0~ quando |z|=r-› oo. T P ,.
_ 
Portanto, para e = > 0,temos, 
r 
|;«..‹z›| 1 
PW <¡' 
ou seja., - 
|'Êgk(z)i< E-gl sempre que |z|=r-›oo. 
Portanto, se p...,.¡ for suficientemente grande então para todo r > p..,., 
teremos que a desigualdade (2.10) será. satisfeita. Assim sendo, escolhemos 
p,,+1 de tal forma que (210) é satisfeito para = r > p,z+1 ° 
e ainda, 
Pzz+1 2 N19-'5¡1_‹5a5»(k + Íflsn › P»-|-1 > 9°» 9 Pn+1 > F» ' (2-11) 
Segunda etapa. Esta. etapa consiste em usar o Lema 1* para. construir 
os termos 
01-t+1 9 f`«z+1- ' 
De fato, Sejam, s = p,,+1 'e e = T¿lz¡zfmin(ô,, , qt, 1) constantes positi- 
vas.Sejam z\,, = N e À., =¡ AM2 inteiros positivos . 
Seja ic = a..+z uma constante complexa qualquer. 
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_
Então existe c = em > 0 e inteiros positivos z\ = z\,,+1 > AM = A0 tal 
que a função .
i 
9§'+1(¿) = °››+1(3 " “‹»+1)A"“ 
conforme o Lema 1* 
, 
satisfaz: 
. I . 
i9Íz"+1(2)| < 'ÊTH-Tmmwu, flu › li (2-12) 
pm» |2|Sf›‹z+. e Oímíkzzâ 
ig»-+1 É Pflzi) Para 'Zi 2 O (213) 
e existe zm, com _ 
iza-4-li = T»-¡-1 > fi«+n (2-14) 
tal que, 
n 
i'¶»+i ÍZfl+1)| = PÍiZn+1i)- (2-15) 
' Completando assim a. constmlção dos temos c,,+, e r,,+1. Portanto, 
por estas etapas fica garantido a existência da seqüência quádrupla 
{À|3! pfñ! TR! 
Í
t 
Disto segue também que, 
0. -› oo quando n -› oo, (2.16] 
V 
P018,
a 
' pm., 2 n e p,.+¡ -› oo ' quando n -› oo.
40
Em função do fato da seqüência quádrupla existir, 
definimos, 
f‹z› = â‹›..‹z- ‹zm~ = ;@..‹z›. A (zm 
Proposição 4. Añrmamos que ƒ(z) assim definida é uma função inteira 
Demonstração. Seja. O um compacto do plano complexo C 
Escolhemos n ë N tal que p,3+¡ 2 n e de tal maneira que 
0 C {2; Izl S f›zz+1}- 
Assim sendo, usando (2.10)«, temos, . 
~ 
|@;~..,1‹z›| < §z,š¬.T»fin‹õk ,fr , 11 
pm Izl S fif.+z 0 5 m S À... Logo. 
|g:+.‹z›| < pm z e 0. 
pois! igggglôfia mc) 1) S §`ñ15FT' ' › 
Entretanto, 22;, converge; então usando o critério de Weier- 
strass, a. série, 
Í gz'+1[z) _ converge uniformemente para z G O . n=1 
Acontece que a. afirmação (2.10) é verdadeira para 0 5 m 5 Ã, ., portanto, 
fazendo m = 0 temos, ' V ' 
Iø»+1(2)|< 5-.Êrr rm» .= G 0. 
o
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ou seja, pelo mesmo critério, temos, 
M
I E |g,,+1 converge uniformemente em z E O. 
QT-1 
Lflev, 
ƒ(z) = 21 g,,(z) é uma. função inteira.. I 4 u: 
Proposição 5. Seja. ƒ^fl(z) a derivada de ordem Am da função ƒ(z). 
Então 
não tem zeros em 5 m + Iaml sempre que m 2 1. 
Demonstração. Afirrnamos inicialmente que, 
ƒ^** (2) = 92,” + E..,[z) = Constante + Em (z). 
De fato, 
fÃ"`(^°-') = ¢f»×\m! + °m+1Âm+1(×\m+1 " 1) ~ - - (×\m-+1 " Um "1))(z " 0›m+1)À“""* 
+ 0m+2Âm›+zÍÂm+z " 1) - - - Í/\m+2 "' Í,/\m " 1})(Z - 0m+z]'\""""`À"* + .. 
+ ¢z»+1z×\f»+¡=ÍÂ-›=+›= -1)---'(Âm+ê _ (Am-Im? _ “m+k)x”"'_ÀÍ"` + --- 
e 
= ašr(2)+aš.'11(z)+øà'1z+---+mz.+--- w 
Fazendo, Em = âm*.'f..z(f=) + øâ.':~z(z) + z .. + mz(z) + - -- 
Então 
-ƒ^"° = g},¿"(z) + E,,.(z) = c,..z\m! + E.z.(z') = Constante + E».(z)- (2.18)
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Com efelto 
Vamos mostrar agora. que 
IE (21I< Iflfízll Para Izl S m + Iaml
S 
M2 šš 
a
8 
sempre que m Ê n+l 
Entretanto 
S
S
1 % 
9Í›z+1 3 +9Êz+2 ZH' +9Ê›+:z 3 'Í' 
É 9"°(fi)I n.=m+l 
0 001110 |2| S m + Id-...I S fl.+z 
entao usando (2 10) ,temos 
-mmô :¡,,,,l), 219 §M a 
mm( 11,15%. 
im* Rg 
›-- 
Qu I¶"'(2)| < - 
n.=m-H = 35 âã â= 
Ú _. 
a=§+l'f:- 'z'fT+T+¶í
a 
â-M8 % 
|-1
é uma série geométrica -cuja, razão é É e o primeiro termo é Wzfz 1 , 
temos, ' 
êffifi “Ê 
›-L Pi 
z-=zã-rw, 
logo, 
w ‹zu< 2 1*-'1=1'fl<fz <|g.^..~‹z›|, WI _- g, m fil _- 
_ 
,,=,,,+1 2 2 
pois. fz... =i11f lø$.*(2)l pm Izl 5 m+ iflml- t 
Portanto, 
|E~(2)|<I9â.“(2)| Pm ` |2|Sm+¡fl‹z|' (2-20) 
Como ƒ^~(z) e g,'§,°*(z) sãofunçõee analíticas, pois, ƒ(z) é-inteiree 
¶},*;=(z) é constante em Am e na. sua fronteira, isto é em Cm ,e também 
como, respectivamente, por (218) e (-2.20) , 
If"'“(2)| < 2Iø3z”(2)|. 
então pelo teorema de Rouché 
ƒ*'°(2) + 9âz(2)|~ 9 9à'“(fi) 
tem o mesmo número de zeros em |z| 5 m + |a,,|. 
Como g,§;»(z) é constante em 5 m+|a,,.| significa. que g§;°(z) não 
tem zeros nesta. região. 
Portanto, 
ƒ**› (z) não tem zeros nesta, região. Q
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Proposição 6. Se z\m_1 < s < z\,,, então 
ƒ“(z) tem pelo menos um zero em Iz - ami < à 
e nenhum zero em |z| 5 m + |a,,,| . V 
Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que 
. f”(2) = ¶f¿.(2} + FÁ2) 
Com efeito,l 
ƒ“(z) = c,,,À.,,(À.,. -1). . _ (Am - (s - l))(z - a,,.)'\"*"' 
Logo, 
+ Cm+11\m+1(1\m+1 " 1) - -~ (Âm+1 " (3 “ 1))(2' " 0m+1]›`”`“_° + . 
f'(2). = 9£'..(2l + ¶¿.+1(2) + ---+ a;+,f(2) + 
F¿›Ze¡1d° RÍ2) = 9§z+1(z) + 9Í}z+z(¿) + - - ‹ + ¶íÍz+z'(¿')+ --- 
temos que, 
f°(2) = 9$..(2) + FL(2)- (2-21 
Agora mostraremos que, 
De fato, 
IF«(21l<l¶$.z(2)I Pam 260m- o 
|F..‹z›| = |zz;.+.‹z› + mz: + -z-+ zf:,¬.,z‹z› + -1 
s |z›:,+.‹z1|+w:.+z‹z1|+~-~+|«f..+,‹z›|+--- 
= 
M_§1;r1|g:‹z›|
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Como, |z|5m+|â,,.|5p,,+. mudo (2.1o) temos, ' 
fm* 
Mas, como 
e a série geométrica, 
Então 
|F.‹z›| < Í |@.:‹z› _ f¡=m+1 
Lfiefl, 
' 
IFL(2)| < |‹1ã.(f-'H Dm IZI S m + Iwml. (2 22) 
ou seja., 
«â‹z›| < À -,ä-,gy¿m‹õz, nz, 1) 
lgišlmtôka aff: É 6m 
ã! 
im* 
D-* 
'É 
"Ã
É 
âffifi *É 
|._¿ 
p.-¡ 
__1_ _2m 
Inilflôg; , mg, S gg < ôm 
' 
|Êz(=)|<|93.(f=)| Pm'f›°<¡° f-'ëcm
, 
Similarmente, ƒ“(z) e gfR(z) são analíticas em Am e Cm e como 
pelas desigualdades (221) e (222) 
|ƒ"(#)| < 2|¶2.(z)I 
então pelo teorema de Rouché
f ”(2)+ø5.(2) ‹-1 ø.";.(2) 
tem o mesmo número de zeros nesta. região.
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Como g;';,(z) tem pelo menos um zero em |z - a,,,| < ¡1.¡ e nenhum zero 
em |z| 5 m + |a,,,|, concluímos que ƒ°(z) tem pelo menos um zero em 
|z - aml < 7% e nenhum zero em |z| § m + I 
Proposição 7. O conjunto fina! da função inteira f(z) deflnída pela série 
em (217) é exatamente É. 
Demonstração; Esta. demonstração será feita. em duas partes: 
primeira parte.. Suponhamos que K ¢ 9) e 2 G K. 
Seja. {a,,¡}'¡'° uma subseqíiência. que converge para z. ' 
Então dado e > 0 , escolhemos j 2 jo, suficientemente grande de tal 
forma, que Ê < É e ainda |a..,,- - z| < 
Assim 'sendo pela. proposiçao 6 ,temos que, 
pera. z\n¡_1 < s < À”,-, 
ƒ°(z) tem pelo menos um zero em ¡a,.,- - z| < -šf 
.7 
e nenhum zero em |z| 5 nf + Ian,-|. Portanto, ƒ'[z) tem pelo menos um 
zero no conjunto {w : Iw -- z| < e} . _ 
Como existem infinídades de j com a propriedade de j 2 jo ,certamente 
existirá. uma. infinidade de derivadas da, função ƒ(z) que se anulará. neste 
conjunto. Portanto z 6 Lf.' 
Segunda parte. Suponhamos que z G C - K . Como C - K ê aberto 
então existe uma vizinhança V = B(z , r)V r > O, tal que a. intersecção , 
ouseja.,JV=B(z,r)-nK=0. . 
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`
Desta, forma., podemos escolher n 2 no de tal maneira. que 
”-¿<š equet V=B(z,r)C{z,|z|5n+|a..I}. - 
Segue entä que,W 
V = B(z,r'/2)fiB(a.,,1/n0)=U. 
Entretanto, se )\,,_, < s < À” a, proposição 6 gemnte que 
ƒ°(z) tem pelo menos um zero em |z -~ a,,| < já 
e nenhum zero em |z| 5 n + |a,,|, 
então como B(z, 1'/2) C {z; |z| 5 n + |a,.|} 
sígnifica. que, 
ƒfz) não tem mtos em B(z, 9°/2) , 
istoé, z E L; . ` 
Como L; 75 G então pela. proposição 1.2 o ponto oo está em Lf , logo, 
L; = K. 
Consideramos agora K = ü. 
Neste caso temos que 
au .t w I 
Entretanto, pela. proposição 6 , para cada, m 6 N , podemos escolher 
am como sendo um zero de ƒ(^'^”'+') em Iz - amlg < 
Obviamente am converge para oo. - 
Portanto, . 
oo G Lç. 
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Finalmente para o caso em que z 6 C a. demonstração segue de maneira 
similar ao que foi feito na segunda parte. I 
Proposição 8. Seja ƒ(z) a função inteira. definída em (217) . Seja p(r) 
satisfazendo as condições da deliníção 1 . _ 
Se IvI(r)=1E|Ê§|ƒ(z)| então lim,msup~=1 » 
Demonstração. Inicialmente vamos mostrar que: 
S0 
- -P»É|¡"Í="ÉPzz+1 
então 
~ 
|f(f=)I < ;§-'Êjí + wtf) + 1- 
Coln efeito, 
, 
n--1 eo 
|ƒ(~'<)| S Ê; 9zz(fi)I + |øzz(f'=)| + Iššl 9z‹{~'f)| 
entretanto pela. desigllaldade (2.l0) segue que, 
ea-1 u 
I 
2:21 
.‹1›z(~°«')I < Ílflfil =_ 51% Sempre que IZI = f 2 nz; 
pelo lema. 1*, › 
' 
|¶‹z(2)| 5 P(I2|) = Píf) Para IZI = f 2 0
G 
% . & 
¡w§Hzz‹z›| é m;11«z‹z›|
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z. 
›-- 
Í' 
'T 
MA 
ÊM8 
ÊM8
. 
E. 
- < n(õ-'H mm
< 
= -' Pam = *` É Pv-+1 
assim, 
0° _ 
|k:§:+1 
g,,[z)| < l sempre que Izl = r 3 p,,.,., - (223) 
Portanto, 
V . 
|f‹z›|<,¿L*_fl¡+z@‹f›+1 pm p..s.|z|éz›..+.. 
Se 
Mm = ¶;¡z¿.z‹|f‹z›| 
então 
M(z-)<¡f-(flí+z›(f)+1. 
E ainda., como, p(r) > 0 bpara, todo 1' , segue que, 
Mr pr pr 1 3 1 1 
z›(›'¡`<íí'-'(1`7)z»(?`T“"z›%?%`*"zT(*›T`š»-1"'"1`*`HF`)"' L 
Entretanto, quando r -+ oo , temos que, 
' p(r)-›ooVe n--mo, 
logo, 
' M (r) 1 1 . Í* <. ___ = . fägsup-H _fl_Lrš¡°supn_1+1+¶ñ› 1
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Portanto, 
o _ M (r) 
'l_|_¡;‹,1° 
sup pm 5 1. 
Reciprocamente, 
n-1 
[ |f(2‹›)I = Ik;¶›z(2») kz 9zz(2»)+9›z(¢z)I 
2 sg.‹z..›1 -|'gâ.‹z»›+ Ã1zz‹z»›|
+ am* 
Como . 
n,-1 oo ' sz-1 oo 
IZ9z=(2z›)+ Z 9z(~”-›»)I<I29z(fiz)|+I É 9z(‹'~'z)| 
k=l k=1a+l 
_ 
š=l i:=va-H 
Então 
V 
na-I oo 
Iƒ(2«J| 2 ¡ø›z(2..)I - I kg ø»z(‹'=»)I 
- 
Ik=§;1oøzz(2‹-ll 
Portanto, usando as desigllaldades (214) e (215) temos, 
!9›z(2›z)| S z›(I2«I) - vífz) Sempre que fz = Ifizzl < mz 
Seguem,respectivazmente de (2.l0) e (219) que, 
R-1 
;1|zz..‹z..›|<;*§-Í§'% pm. |zz.|=z~..zz›..
~
6 
| E 9i=(¿o)| < 1 Para Izol = fm É Pa-H 
!:=n.-H
o 
Lflsfl,
V 
|f‹z,.›| z z›‹f,.› - 51-2% -1. 
51%
Mas, 
M (fz) = ¡§fl¡g< If(z›z}I- 
Assim sendo, 
M(r,,) 2 p(r,,) -› ãíâíä-› --1. 
Entretanto p(r,,]»> 0 para todo r., e tanto p(r,,) quanto 
n. tende a infinito, sempre que , rn -› oo. 
Desta forma, temos 
o 
. Mw . ‹..› o‹..› 1 2 f1'~fWfl‹í..› - ‹zzfIz.›‹f.» -p‹f.â 
. 1 1 
'lgwgnsupl-(ij-n_l -¬rn -1. 
Portanto, isto si@ifica. que existe uma. seqüência {r,. }2° 
com r,, -› oo 
tal que
( . M r.. 
nlxlšgo sup --pm) 21. 
Logo, _ 
* 
. 
» M 
,1¿,n¿ 
sup 2 1, 
ou seja., podemos concluir que , 
o - Mtv) __ ‹*H@›S“PW-1° I 
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Teorema 1. Seja K um conjunto fechado do plano complexo. 
Seja p(r) uma função satisfazendo ao condições da definição I. 
Então existe uma função inteira ƒ(z) tal que o seu conjunto lina! 6 exata» 
mente K , isto é, Lf = É e além disso seu módulo máximo , M (r) 
Satisfaz 
VV 
- limsupy-‹š%l=l.
4 
1-wo py 
Demonstração. A demonstração deste teorema. segue trivialmente as- 
sim: Consíderemos a. função inteira ƒ(z) construída em (2.l7); conforme 
a. proposição 7 seu conjunto final é exatamente o conjunto É e segundo 
a proposição 8 
_ 
V
A 
- M r _ loop as - 1~ 
Completando assim o que queríamos. I ` 
Teorema 2. Para cada O 5 p 5 oo existe uma função inteira de ordem p 
cujo conjunto final é {oo} , isto é, não pwsui elementos do plano complexo. 
Demonstração. Seja. 0 É p 5 oo. Pelo lema. 3 , existe uma. função 
p(r) G P tal que
_ 
.1Lf9ƒ°Pl$¡l-.‹-}§4Ê°¿¿'l=fl-
~ 
Mas pelo teorema. 1, para K = 9 existe uma função inteira ƒ tal que 
L;-:{oo} e fli°1p°sup%ƒ%l=1i 
Como, pelo lema. 4 e a definição 4, respectivamente, temos 
0(M(f)l = 0(z›(f)) = 0 e OU) = 0(M(fl) 
53 
Jin- Í
Segue então que 
0(ƒ)= 0(P(f)) =P- 
Assim sendo, mostramos que existe uma função inteira ƒ(z) tal que 
~ 
‹›‹f1=z› ‹~› L‹={‹×›}.| 
Portanto, como o leitor pode observar para cada 0 5 p 5 oo é 
possivel encontrar uma funáb inteira cuja ordem de crescimento 6 p tal 
que seu conjunto final não possui elemento algum do plano complexo, o que 
responde negativamente a questão 
É importante ressaltar que ao propor esta questão, Pólya , evidentemente, 
não estava se referindo ao elemento oo, haja visto que, ele próprio já 
havia contribuído para demonstrar que o conjunto final de uma função in- 
teira tinha apenas uma das seguintes propriedades: Lf = 0 ou oo E Lf. 
Desta forma, isto certamente confirma que a sua preocupação era sem 
dúvidas, com o fato do conjunto final possuir ou não pelo 
menos um elemento do plano complexo? Como conclusão podemos dizer 
que o teorema acima., nã só é uma resposta para a questão Q, como 
também, ooniirma o que Pólya havia afirmado.
' 
De um certo modo alguns resultados sobre conjunto iinal foram obtidos a 
partir do estudo das derivadas sucessivas de uma determinada função in- 
teira. Entretanto, o leitor deve ter percebido que nosso trabalho seguiu 
o caminho inverso, ou seja, obtemos uma função inteira cujo o conjunto 
final já era de nosso conhecimento. Fsperamos com isto ter proporcionado 
`
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ao leitor, subsídios suficientes para que ele tenha entendido o percurso e 
desejamos também que este trabalho sirva como inspiração a quem even- 
tualmente seguir esta linha de pesquia..
`
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